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АЛГОРИТМИ ЗВЕДЕННЯ ОДНОКОНТУРНОЇ 
БАГАТОВИМІРНОЇ СЛІДКУВАЛЬНОЇ СИСТЕМИ КЕРУВАННЯ 
ДО ЕКВІВАЛЕНТНИХ СИСТЕМ СТАБІЛІЗАЦІЇ

У статті розглянуто платформи Стюарта, як об’єкт керування. Визначено, що актуальна 
задача максимізація точності виконання програмного руху робочої поверхні платформи Стюарта, 
яка потребує вирішення декількох складних задач дослідження динамічних об’єктів. Для істотного 
спрощення розв'язання задач аналізу і синтезу складних динамічних систем, таких як систем 
керування рухом робочої поверхні платформи Стюарта в статті пропонується алгоритм приведення 
структурної схеми багатовимірної слідкувальної системи до структурної схеми багатовимірної 
системи стабілізації. Розробка такого алгоритму є метою даної роботи. Цей алгоритм побудований 
на основі загального алгоритму зведення слідкувальних систем до еквівалентних систем стабілізації 
з урахуванням правил перетворення структурних схем та лінійних систем. Алгоритм розроблено 
для перетворення багатовимірної одноконтурної слідкувальної системи з корекцією по збуренню чи 
ні. Визначенні похибки та функціонал критерію якості слідкуючої системі з корекцією по збуренню 
або без неї. Також зазначено, що важливу роль мають поліноміальні вагові матриці обмеження 
дисперсії сигналу керування та дисперсії помилки, визначення яких полягає у тому, щоб за відомими 
особливостями динаміки об’єкта стабілізації та фізичним змістом компонентів векторів його 
вихідних координат і сигналів керування встановити нормативні значення шуканих матриць та 
визначити зв’язок між ними. Таким чином результат цієї роботи є розробка методики та алгоритму 
структурного перетворення схеми багатовимірної слідкувальної системи керування рухом робочої 
поверхні  платформи Стюарта до схеми системи стабілізації для подальшого дослідження синтезу 
та якості даної системи. Обґрунтована в роботі методика та алгоритм дозволяють в подальшому 
запропонувати інформаційну технологію аналітичного конструювання оптимальної багатовимірної 
слідкуючої системи керування рухом РП платформи Стюарта при випадкових впливах, яка включає 
виконання ряду взаємозалежних операцій.

Ключові слова: слідкувальна система, система стабілізації, функціонал критерію якості, 
платформа Стюарта.

Постановка проблеми. Особливий інтерес 
представляє конструкції просторових механізмів 
з паралельною структурою, які в перші з'явилися 
в 50-х – 60-х роках XX століття в роботах Стю-
арта і Гауфа [1, 2]. Надалі «платформою Стю-
арта» стали називати конструкцію, яка має шість 
однотипних кінематичних ланцюгів (штанг), при 
цьому програмно регулюючи їх довжину, можна 
керувати положенням вихідної ланки: переміщати 
її у вертикальному і горизонтальному напрямках, 
повертати в трьох площинах. Така платформа, має 
шість ступенів вільності: три поступальні і три 
обертальні.

В дослідженні [3], аналізу структурних схем 
систем керування рухом робочої поверхні (РП)  
платформи Стюарта при використання її для вирі-

шення різних видів технологічних завдань: пози-
ціювання, стабілізації, тренажеру рухів мобільних 
об’єктів та ін. [4] і з урахуванням положень теорії 
автоматичного керування встановлено, що неза-
лежно від сфери застосування усі системи керу-
вання рухом РП платформи Стюарта можуть бути 
класифіковані як багатовимірні одноконтурні слід-
кувальні системи з корекцією по збуренню чи ні.

Для складного багатовимірного об'єкта керу-
вання, такого як платформа Стюарта, актуальна 
задача максимізація точності виконання програм-
ного руху. Як відомо з монографії [5], така задача 
вимагає вирішення цілої низки проблемних питань 
створення оптимальної системи керування. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Вивчення результатів досліджень, які наведені 
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у джерелах [5, 6], дозволило визначити концеп-
цію аналітичного конструювання оптимальної 
системи керування рухом РП платформи Стю-
арта. Зазначена концепція полягає у приведенні 
структурної схеми багатовимірної слідкувальної 
системи до структурної схеми багатовимірної 
системи стабілізації та подальшого використання 
технології синтезу, представленої у [7]. 

В роботі [5] запропоновано загальний алго-
ритми зведення слідкувальних систем до еквіва-
лентних систем стабілізації з урахуванням правил 
перетворення структурних схем та лінійних сис-
тем [8]. Таке зведення формалізує і істотно спро-
щує розв'язання задач аналізу і синтезу складних 
динамічних систем, таких як систем керування 
рухом РП платформи Стюарта.

Постановка завдання. Метою статті 
є розробка алгоритму структурного перетворення 
схеми багатовимірної слідкувальної системи 
керування рухом РП платформи Стюарта до схеми 
системи стабілізації для подальшого дослідження 
синтезу та якості даної системи. 

Виклад основного матеріалу. В роботі [9] 
запропоновано структурна схема одноконтурної 
багатовимірної слідкувальної системи керування 
рухом РП платформи Стюарта, як показано на 
рисунку 1, з відповідними позначення та термі-
нами.

Маємо х1 – n-мірний вектор вихідних коор-
динат об'єкта керування, платформи Стюарта; 
Р0 – поліноміальна матриця розмірності n×n, яка 
характеризує динаміку об'єкта керування; u –  
m-мірний вектор сигналів керування; М0 – полі-
номіальна матриця розмірності n×m, яка визна-

чає чутливість об'єкта до зміни сигналів керу-
вання; ψob – n-мірний вектор стаціонарних 
випадкових збурень в об'єкті керування з нульо-
вим математичним очікуванням; динаміка частин 
регулятора, розташованих у ланцюгу завдання 
програмного сигналу, в зворотному зв'язку до 
об'єкта та в ланцюзі об'єкта керування, опису-
ється матрицями передатних функцій W2, W1 та 
W3 які мають розмірності m×n. Будемо вважати 
також, що вектор вихідних координат х1 вимі-
рюється повністю за допомогою системи неіде-
альних датчиків, динаміка яких визначається 
матрицею передавальних функцій K1. На виході 
вимірників діє n-мірний вектор зосереджених 
стаціонарних випадкових шумів r1. На вхід сис-
теми подається n-вимірний вектор програмного 
сигналу руху r0, задатчик програмного сигналу 
описується матрицею передатних функцій К2 
розміром n×n, стаціонарні випадкові шуми про-
грамного сигналу характеризуються n-вимірний 
вектором ϕr. 

У випадку коли виконується корекція по збу-
ренню додається ланцюг коректуючого зв'язку по 
збуренню, на рисунку 1 позначені штриховими 
лініями, в якому вектор збурення ψob надходить 
на вимірювач динаміка якого визначається матри-
цею передавальних функцій L1 розміром n×n. На 
виході вимірювач L1 формується n-вимірний век-
тор корекції по збуренню програмного сигналу 
руху y1 з стаціонарним випадковим шумом ϕL 
розміром n×n. Вектор корекції по збуренню про-
грамного сигналу руху y1 надходить до частини 
регулятора W0 передаточної функції W4, розміром 
m×n, яка формує керуючий сигнал uL. 
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Рис. 1. Структурна схема одноконтурної багатовимірної слідкувальної системи керування
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Рух об'єкта керування згідно рисунку 1, опису-
ється рівнянням вигляду:

P x M u ob0 1 0� � � .                   (1)

Для системи слідкування введено фіктивну 
величенну z=r0, тому можемо записати наступну 
систему рівнянь:

P x M u

E z O r
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n n

0 1 0

0

� �
� �

�
�
�

� ,                       (2)

де Еn – одинична матриця розміру n×n;  Оn – 
нульова матриця розміру n×n.

Запишемо систему рівнянь (2) в векторно-
матричній формі:
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Введемо позначення:
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де P1 – розширена поліноміальна матриця розмір-
ності n×n, яка характеризує динаміку об'єкта керу-
вання; xr – розширений вектор реакцій; M1 – роз-
ширена поліноміальна матриця розмірності n×m, 
яка визначає чутливість об'єкта до зміни сигналів 
керування; ψr – розширений вектор стаціонарних 
випадкових збурень в об'єкті керування.

Враховуючи позначення (3), рівняння (1), 
можна записати так:

P x M ur r1 1� � � .                             (4)

Тобто на вході такого об'єкта керування діє два 
вектори керуючої та зовнішньої дії, останній скла-
дається з вектору програмного сигналу та збурення. 

Як видно з рисунка 1, на входах вимірювачів 
К1 та К2 діють вектор вихідних координат об'єкта 
керування x1 та вектор програмного сигналу руху 
r0, відповідно, а на виході вимірювачів К1 та К2 
отримують вектори x2 та r1. Тоді можна записати 
наступне рівняння:
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введемо позначення:
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Вимірювачі К1 та К2 мають похибки ϕ1 та ϕr , 
що представляють собою багатовимірні випад-
кові стаціонарні центровані процеси з відомими 
матрицями спектральних і взаємних спектраль-
них щільностей. Як видно з рисунка 1, на вході 
регулятора W0 діють вектори x3 та r2, на підставі 
цього можна записати наступне рівняння:
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введемо позначення:
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З врахуванням рівняння (5) та позначень (3), 
(6), (8) отримуємо:
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Рівняння сигналу керування u можна визна-
чити, як:

u W W x W r� � �� �3 1 3 2 2 ,

а в матричній формі

u W W W
x

r
� �� � �

�
�

�

�
�3 1 2

3

2

,

де W W W W0 3 1 2� �� �  – передаточна функція регу-
лятора одноконтурної слідкуючої системи.

Тоді маємо

u W K xr� �� �0 0 0� .                      (9)

Таким чином, отримані вирази узагальнених 
об'єктів (4) і регулятора (9) описують еквівалентну 
систему стабілізації, показану на рисунку 2, для 
якої відомий [7] загальний алгоритм оптималь-
ного синтезу.
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Рис. 2. Структурна схема багатовимірної  
системи стабілізації

Матриця передавальних функцій розширеного 
вимірювача K0 визначається згідно виразу  (6), 
розширений вектор реакцій xr визначається згідно 
виразу (3) та розширений вектор похибки вимірю-
вачів ϕ0 визначається згідно виразу (8).

Бажане перетворення програмного сигналу 
характеризують матрицею переданих функцій Ф, 
тоді можна записати вираз:

x r1 0� � ,
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а ризниця між програмним сигналом та сигна-
лом вихідних координат об'єкта керування буде 
похибка слідкуючої системі:

� � �x r1 0� .                           (10)

З врахуванням визначення (3) запишемо рів-
няння (10) в векторно-матричній формі:

� � � � �� � �
�
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�
�E x z E
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� � ,            (11)

та значення транспонованої похибки дорівнює:
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�x z

En
1 �

.                    (12)

Тоді на підставі визначення (11), (12) функціо-
нал критерію якості системи стабілізації для одно-
контурної слідкуючої системі набуває вигляду

e R u Cu1 � �� �/ / ,                  (13)

де “< >” – знак математичного очікування; “/” – знак 
транспонування [10]; R – додатно визначена поліно-
міальна вагова матриця розміру n×n, яка визначає 
вплив дисперсії помилки на значення критерію е1;  
С – невід’ємно визначена поліноміальна вагова 
матриця розміру m×m, яка обмежує дисперсію 
сигналу керування u. Задача визначення елемен-
тів матриць вагових коефіцієнтів R та C, детально 
викладено в роботах [5], і полягає у тому, щоб за 
відомими особливостями динаміки об’єкта стабі-
лізації та фізичним змістом компонентів векторів 
його вихідних координат x і сигналів керування u 
встановити нормативні значення шуканих матриць 
Ro, Co та визначити зв’язок між ними та R, C.

Підставивши визначення (5), (11) та (12) в кри-
терій якості (13) отримаємо:
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З врахуванням визначення (3), (6) та рів-
няння (5), вираз (14) перетворюється на рівняння

e x R x u Cur r1 1� �/ / ,

де R1 дорівнює:
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На відміну від системи стабілізації де R 
є коефіцієнтом, в слідкуючої системі R1 дорівнює 
матриці 2х2.

У випадку з корекцією по збуренню, ланцюг 
на рисунку 1 позначено штриховими лініями, сис-
тема рівнянь (2) доповнюється рівнянням:

E c O Ln n ob� � 1� ,                      (16)

де c=y1=L1ψob.

Тоді запишемо нову систему рівнянь в век-
торно-матричній формі:
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Введемо позначення:
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де P10 – розширена поліноміальна матриця розмір-
ності n×n, яка характеризує динаміку об'єкта керу-
вання; xL – розширений вектор реакцій; M10 – роз-
ширена поліноміальна матриця розмірності n×m, 
яка визначає чутливість об'єкта до зміни сигналів 
керування; ψL – розширений вектор стаціонарних 
випадкових збурень в об'єкті керування.

Враховуючи позначення (17), рівняння (1), 
можна записати так:

P x M uL L10 10� � � .                     (18)

По аналогії з рівнянням (5) можна записати 
наступне рівняння:
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введемо позначення:
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Вимірювачі К1, К2 та L1 мають похибки ϕ1, ϕr 
та ϕL, що представляють собою багатовимірні 
випадкові стаціонарні центровані процеси з відо-
мими матрицями спектральних і взаємних спек-
тральних щільностей. По аналогії з рівнянням (7), 
можна записати наступне рівняння:
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введемо позначення:
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З врахуванням рівняння (19) та позначень (17), 
(20), (22) отримуємо:
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Рівняння сигналу керування u можна визна-
чити, як:

u W W x W r W y� � � �� �3 1 3 2 2 4 2 ,

а в матричній формі
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де W W W W W0 3 1 2 4� � �� �  – передаточна функція 
регулятора одноконтурної багатовимірної слід-
кувальної системи керування з корекцією по збу-
ренню.

Тоді маємо

u W K xL� �� �0 10 10� .                     (23)

Таким чином, одноконтурної слідкувальна 
система з корекцією по збуренню еквівалентна 
за структурою рівняннями об'єкта (18) та регуля-
тора (23) системі стабілізації, яка зображена на 
рисунку 2.

Функціонал критерію якості для одноконтур-
ної слідкуючої системі з корекцією по збуренню 
визначається аналогічно, як для одноконтурної 
слідкуючої системі. Ризниця між програмним 
сигналом та сигналом вихідних координат об'єкта 
керування буде похибка слідкуючої системі:

� � �x rL � 0 .                          (24)

З врахуванням визначення (17) за пишемо рів-
няння (24) в векторно-матричній формі:
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та значення транспонованої похибки дорівнює:
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тоді згідно рівняння (13) та (19), визначення (20), 
(25), (26) можна записати: 
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З врахуванням визначення (17), (20) та рів-
няння (19), вираз (27) перетворюється на рівняння

e x R x u CuL L10 10� �/ / ,

де R10 дорівнює:
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На відміну від системи стабілізації де R є кое-
фіцієнтом, в слідкуючої системі з корекцією по 
збуренню R10 дорівнює матриці 3х3.

Висновки. Для системи, що розглядаються 
в даній роботі, складено алгоритми зведення 
одноконтурних слідкувальних систем до еквіва-
лентних систем стабілізації. Таке зведення фор-
малізує і істотно спрощує розв'язання задач ана-
лізу і синтезу складних динамічних систем, таких 
як систем керування рухом РП платформи Стю-
арта. При цьому, на відміну від системи стабілі-
зації де додатно визначена поліноміальна вагова 
матриця R, яка визначає вплив дисперсії помилки 
на значення функціоналу критерію якості системи 
є матриця розмірності n×n, в слідкуючої системі 
дорівнює матриці розмірності 2n×2n.

Таким чином, розроблено нові алгоритм та про-
цедура, які дозволяють поширити методи вирішення 
задач дослідження систем стабілізації у частотній 
області на випадок дослідження оптимальних одно-
контурних системи слідкування та системи слідку-
вання з введенням корекції по збуренню. 

Обґрунтовані вище методика та алгоритм 
дозволяють в подальшому запропонувати інфор-
маційну технологію аналітичного конструювання 
оптимальної багатовимірної слідкуючої системи 
керування рухом РП платформи Стюарта при 
випадкових впливах, яка включає виконання ряду 
взаємозалежних операцій. 
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Zozulia V.A., Osadchiy S.I. ALGORITHMS FOR REDUCING A SINGLE-LOOP 
MULTIDIMENSIONAL TRACKING CONTROL SYSTEM TO EQUIVALENT 
STABILIZATION SYSTEMS

The article considers Stewart platforms as a control object. It is determined that the actual task is to 
maximise the accuracy of the Stewart platform's working surface programmed movement, which requires 
solving several complex problems of studying dynamic objects. In order to significantly simplify the solution of 
the problems of analysis and synthesis of complex dynamic systems, such as control systems for the motion of 
the Stewart platform's working surface, the paper proposes an algorithm for reducing the structural diagram of 
a multidimensional tracking system to the structural diagram of a multidimensional stabilisation system. The 
development of such an algorithm is the aim of this paper. This algorithm is based on a general algorithm for 
reducing tracking systems to equivalent stabilisation systems, taking into account the rules for transforming 
structural diagrams and linear systems. The algorithm is designed to transform a multidimensional single-
loop tracking system with or without disturbance correction. The error and the functionality of the quality 
criterion for a tracking system with or without perturbation correction are determined. Polynomial weighting 
matrices are important for limiting the variance of the control signal and the error. Their definition helps 
establish normative values for the required matrices. It also clarifies the relationship between them based on 
known characteristics of the dynamics of the stabilization object and the physical meaning of the components 
of the vectors for its output coordinates and control signals. The result of this work is the development of 
a methodology and algorithm for transforming the structure of a multidimensional tracking system. This 
system controls the motion of the working surface of the Stewart platform. The transformation will help in 
further studying the synthesis and quality of the stabilization system. The methodology and algorithm justified 
in this work allow us to further propose an information technology for the analytical design of an optimal 
multidimensional tracking system for controlling the motion of the Stewart platform's working surface under 
random influences, which includes the performance of a number of interdependent operations.

Key words: tracking system, stabilization system, quality criterion functionality, Stewart platform.


